66. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. Ze zadani plyne, ze x # —2. Po vynasobeni vyrazem |z + 2| dostdvame rovnici
|z + 2| = |3z — 7| — |9 — 2z, kterou nyni vyfesime.

Nulové body tii absolutnich hodnot s nezndmou nadm rozdéluji redlnou osu na
¢tyfi intervaly, v nichz méa kazdy z odpovidajicich dvojclent stale stejné znaménko,
zatimco v krajnich bodech je nulovy. V kazdém z téchto intervali uz tedy mtizeme fesit
odpovidajici rovnici bez absolutnich hodnot.

> x € (—o00,—2): dostdvame rovnici —z — 2 = —3x + 7 — (9 — 2x), kterd po tpravé
prejde v identitu 0 = 0. VSechna ¢isla ze zkoumaného intervalu ptivodni rovnici
vyhovuji.

> x € (=2, 1): dostdvame rovnici #+2 = —3z+7— (9—2z) neboli 2z = —4 s jedinym
feSenim x = —2, které jak uz vime, ptivodni rovnici nevyhovuje.

> x € (I,9): dostavdme rovnici z + 2 = 3z — 7 — (9 — 2z) s FeSenim z = 3, jez viak

v uvazovaném intervalu nelezi.
> x € (%, 00): dostavame rovnici x + 2 = 3z — 7 — (=9 4 2x), ktera po upravé prejde
v identitu 0 = 0. Vyhovuji vSechna = z tohoto intervalu.
Zdver. Vsechna Feseni tlohy tvoi{ mnozinu (—oo, —2) U (2, 00).
Za tplné feseni udélte 6 bodl. Za spravny postup (snahu o odstrafiovani absolutnich hodnot) udélte
1 bod. Za vySetfeni rovnice v kazdém z intervald 1 bod. Zavér (explicitni uvedeni mnoziny FeSeni)

1 bod. Za kazdy Spatné spocitany nulovy bod strhnéte 2 body (maximélné vSak 5 bodi). S rovnici lze
pracovat i v puivodnim tvaru s neodstranénym zlomkem.

2. Nejprve vypocteme prislusné hodnoty vyrazu V pro né€kolik prvnich lichych
Cisel:

n V(n)

1 0

3 168 =3-48 +24
5 888 =18-48 + 24
7 2928 =61-48

9 7440 = 155-48

Mezi hledané zbytky tedy patii ¢isla 0 a 24. Ukézeme, ze jiné zbytky uz mozné nejsou.
K tomu staci dokazat, ze pro kazdé liché ¢islo n plati 24 | V(n). Z doméciho kola vime,
ze pro kazdé prirozené ¢islo n plati 12 | V(n), tedy 1 3 | V(n). ProtozZe ¢isla 3 a 8 jsou
nesoudélna, sta¢i ukazat, ze pro kazdé liché ¢islo n plati 8 | V(n). Vyuzijeme pfitom
rozkladu daného vyrazu na soucin

V(n)=n*+11n* —12 = (n* = 1)(n* + 12) = (n — 1)(n + 1)(n* 4 12). (1)

Libovolné liché piirozené ¢islo n lze zapsat ve tvaru n = 2k — 1, kde k£ € N. Pro
takové n pak dostavame

V(2k —1) = [(2k — 1) — 1][(2k — 1) + 1][(2k — 1)® + 12] = 4(k — 1)k(4k* — 4k + 13),
a protoze sou¢in (k — 1)k dvou po sobé jdoucich celych ¢isel je délitelny dvéma, je cely

vyraz délitelny osmi.
Zavér. Dany vyraz muze davat pfi déleni ¢islem 48 prave jen zbytky 0 a 24.



Pozndmka. Poznatek, ze 8 | V(n) pro kazdé liché n, lze dokézat i jinak, bez uziti
rozkladu (1). Je-li totiz n = 2k — 1, kde k € N, pak ¢islo

n?=2k—-1?=4k* -4k +1=4k(k — 1)+ 1

dava pti déleni osmi (diky tomu, Ze jedno z ¢éisel k, k —1 je sudé) zbytek 1, a tedy stejny
zbytek dava i ¢islo n? (jakozto druhd mocnina lichého é&isla n?). Plati tedy n? = 8u + 1
a n* = 8v + 1 pro vhodna celd u a v, takze hodnota vyrazu

V2k—1)=8v+1)+11(8u+1) — 12 = 8(v + 11u)

je skutec¢né nasobkem osmi.
Pfipojme i podobny dtikaz poznatku 3 | V' (n) z doméciho kola. Pro ¢isla n délitelna
tfemi je to zfejmé, ostatni n jsou tvaru n = 3k + 1, takze cislo

n®=Bk+1)>=9k*+6k+1=3k(3k+2)+1

dava pti déleni tiemi zbytek 1, stejné tak i ¢islo n* = (n?)2. Dosazeni n? = 3u + 1
an?=3v+1 do vyrazu V(n) uz piimo vede k zavéru, ze 3 | V(n).

Za 1plné feseni udélte 6 bodt. Za vyuziti faktu z doméciho kola (12 | V(n) pro libovolné n) k odvozeni
(konstatovani) toho, ze zbytky mohou byt pouze 0, 12, 24 a 36, udélte 1 bod. Za snahu dokézat, ze
8 | V(n) pro n licha, udélte 1 bod, za dukaz tohoto tvrzeni udélte 2 body. Za zavér, ze z 3 | V(n)
a 8 | V(n) plyne 24 | V(n), udélte 1 bod (nesoudélnost ¢isel 3 a 8 musi byt zminéna; zavér typu
#2z 12 | V(n) a 8 | V(n) zfejmé plyne, ze 24 | V(n)“ nestaci, neni-li napf. dodano, ze 24 je nejmensi
spoleény nasobek &isel 8 a 12). Za ovéfeni, ze zbytky 0 a 24 jsou skuteéné mozné, udélte 1 bod (staci
uvést napf. jen hodnoty V(1) a V(3)).

3. Oznacme d délku tsecky AP a v délku vysky CP trojuhelniku ABC'. Délky jeho
stran oznac¢ime obvyklym zptsobem a, b, ¢. Ze zadéani tedy plyne |PB| = 3d (obr. 1).
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Obr. 1

Pouzitim Pythagorovy véty v trojihelnicich APC a PBC dostavame rovnosti b? =
= d? +v? a a? = 9d? + v2. Z druhého piedpokladu tlohy pak plyne rovnost a? = 3b?
neboli 9d? + v? = 3d? + 3v?, odkud v? = 3d?%. Dosazenim do prvnich dvou rovnosti tak
dostavame a? = 12d? a b? = 4d?. A protoze ¢ = 4d neboli c? = 16d?, dokazali jsme, ze
pro délky stran trojuhelniku ABC plati a? + b* = 2.

Trojahelnik ABC' je proto podle obracené Pythagorovy véty pravouhly.

Poznamka. Uvazime-li pomocny pravouhly trojihelnik s odvésnami a a b, pak pro
jeho pieponu ¢’ podle Pythagorovy véty plati ¢’ = a? + b2. Porovnanim s odvozenou



rovnosti ¢? = a? + b? tak dostdvame ¢’ = c, takze ptivodni trojthelnik je podle véty sss
shodny s trojuhelnikem pomocnym, a je tudiz vskutku pravouhly. Lze tolerovat nazor,
ze sama Pythagorova véta udava nejen nutnou, ale i postacujici podminku k tomu, aby
byl dany trojihelnik pravotihly.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za napséani Pythagorovy véty v obou trojuhelnicich APC a PBC dejte
jeden bod. Za odvozeni vztahu v? = 3d? udélte 2 body, za jeho disledek a? + b2 = c? pak dalsi

1 bod. Za ucinéni zavéru, ze potom je trojuhelnik pravouhly, pak udélte dva body. Za rtizné manipulace
s rovnicemi bez dosazeni vztahu vedouciho ke spravnému dikazu body neudélujte.



